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Exercice 
 
a,b réel, 0 < a < b 
x1 ____ xn échantillon de n v.a.r. iid 
𝑋"~	𝒰[0, 𝑏]  
La fonction 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) = 	 3+1	𝑠𝑖	𝑥 ≥ 0

−1	𝑠𝑖	𝑥 < 0 

Soit 9𝑌;<;=>?@	𝑌; = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑋; − 𝑎) 
 
Question 1. Quelle est la loi des Yj, calculer E[Yj] et Var[Yj] 
Question 2. Existe-t-il un k tel que â soit un estimateur de a sous biais de la forme  

â = 𝑘D𝑌;

@

;=>

 

 
Réponse 1. Réflexe lorsqu’on me demande une loi ? à Continu ou discret 
Chaque Yj est à valeurs dans {-1,1}, Yj est une var discrète. 

𝑃F𝑌; = 1G = 𝑃F𝑠𝑖𝑔𝑛H𝑋; − 𝑎I ≥ 0G = 𝑃F𝑋; ≥ 𝑎G	𝑎𝑣𝑒𝑐	𝑋;~	𝒰[0, 𝑏]	

= 	M
1
𝑏 𝑑𝑥; =

1
𝑏 [𝑥]O

P =
𝑏 − 𝑎
𝑏

P

Q
	

𝑃F𝑌; = 	−1G = 𝑃F𝑠𝑖𝑔𝑛H𝑋; − 𝑎I < 0G = 𝑃F𝑋; < 𝑎G = 1 − 𝑃F𝑌; = 1G = 1 −
𝑏 − 𝑎
𝑏 =

𝑎
𝑏	

𝐸F𝑌;G = 1𝑃F𝑌; = 1G − 1𝑃F𝑌; = −1G = 1.
𝑏 − 𝑎
𝑏 − 1.

𝑎
𝑏 =

𝑏 − 2𝑎
𝑏 	

𝑉𝑎𝑟F𝑌;G = 𝐸F𝑌;WG − H𝐸F𝑌;GI
W
=
4𝑎
𝑏 −

4𝑎W

𝑏W  

 
Réponse 2. 

𝐸[â] = 𝑎	(𝑖𝑛𝑐𝑜𝑛𝑛𝑢𝑒	à	𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑒𝑟)	
𝐸[𝑓𝑐𝑡(𝑌> …𝑌@)] = 𝑎	

𝐸[â] = 𝐸 `𝑘D𝑌;

@

;=>

a = 𝑘𝐸 `D𝑌;

@

;=>

a = 𝑘D𝐸F𝑌;G = 𝑘Db
𝑏 − 2𝑎
𝑏 c = 𝑘. 𝑛 b

𝑏 − 2𝑎
𝑏 c

@

;=>

@

;=>

 

Si â est sous biais alors E[â]=a 

𝑘. 𝑛 b
𝑏 − 2𝑎
𝑏 c ⇒ 𝑘 =

𝑏𝑎
𝑛(𝑏 − 2𝑎)	

â = PO
@(P?WO)

∑ 𝑌;@
;=>  est-il un estimateur de a (inconnu) ? NON ! 

NB : un estimateur â de a ne peut pas dépendre de a !! 
  



Exercice 
 
X1 ... Xn  n v.a.r. iid 
𝑋"~𝒩(𝑚,𝑚W)	𝑎𝑣𝑒𝑐	𝑚 > 0  

 On rappelle que h
𝑠𝑖	𝑍~𝒩(𝑚,𝜎W)

𝐸[(𝑍 − 𝑚)k = 3𝜎k

𝐸[𝑍k] = 3𝜎W + 6𝑚W𝜎W + 𝑚k
 

Indication (théorème de Fisher) : 
T1 ... Tn  n v.a.r. iid 𝑇"~	𝒩(𝑚, 𝜎W) 
𝑇o = >

@
∑ 𝑇"				𝑇o~𝒩 p𝑚, q

r

@
s@

"=>   
 
Question 1. Soit 𝜃 = 𝑚W			𝑋"~𝒩H√𝜃, 𝜃I	𝑎𝑣𝑒𝑐	𝑚 > 0 
On considère 2 estimateurs de 𝜃 

𝜃>v = 𝑓𝑐𝑡>(𝑋> …𝑋@) =
1
2𝑛D𝑋;W

@

;=>

	

𝜃Wv = 𝑓𝑐𝑡W(𝑋> …𝑋@) = (𝑋o)W = w
1
𝑛D𝑋;	

@

;=>

x

W

 

𝜃>v et 𝜃Wv sont-ils de bons estimateurs de 𝜃 ? 
 
𝜃>v  est-il sans biais ? 

𝐸F𝜃>vG =
1
2𝑛D𝐸F𝑋;WG =

1
2𝑛D2𝜃 =

1
2𝑛 𝑛2𝜃 = 𝜃

@

;=>

@

;=>

 

Oui, 𝜃>v est un estimateur sans biais de 𝜃. 
 

ET CETERA 


